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摘要：目的 探明受内压薄圆环极限承压能力。方法 首次以 MY（平均屈服）准则对受内压薄圆环进行弹塑

性分析，克服 Mises 准则数学求解的困难性，导出塑性区内的应力场，并获得塑性极限压力的解析解。此外，

还给出了弹塑性临界半径与内压之间的依赖关系，并分析了二者间的变化规律。结果 塑性极限压力的解析

解表明，塑性极限压力是材料屈服强度、半径比值的函数；与已有的 Tresca、TSS 准则获得的结果比较表明，

Tresca 准则给出极限压力下限，TSS 屈服准则给出极限压力上限，MY 准则给出极限压力居于两者之间，可

作为 Mises 解的替代。结论 文中结果对于充分发挥材料性能，进而对薄圆环的设计、选材以及安全评估具

有实际工程意义。 
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Analysis of Limit Pressure for Thin Ring Subjected to  
Internal Pressure with MY Criterion 

ZHANG Shun-hu, JIANG Xing-rui 

(Shagang School of Iron and Steel, Soochow University, Suzhou 215021, China) 

ABSTRACT: To clarify the ultimate loading capacity of thin ring subjected to internal pressure, the elastic-plastic analysis of 

thin ring under internal pressure was first carried out with MY criterion to overcome the difficulty of mathematical solving of 

Mises criterion. The stress field in the plastic zone was derived, and an analytical solution of plastic limit load was then deduced. 

The dependency relationship between elastic-plastic critical radius and internal pressure was given. And the change rules of 

them were analyzed. It was shown in the solution that the plastic limit pressure was a function of yield stress and radius ratio. By 

comparing the plastic limit pressure with those obtained based on Tresca and TSS, Tresca criterion provided a lower bound, TSS 

provided an upper bound, while the solution of the MY criterion lay between them, and could be taken as the approximation of 

Mises solution. The present result has realistic engineering significance in full using of material properties, and further in guid-

ing of the design, material selecting, and safety assessment of thin ring. 
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金属薄圆环是一种典型的工程结构件，在建筑、

航空、机械等领域具有较为广泛的应用[1]。薄圆环受

内压作用是其常见的受力形式，求解该载荷作用下的

塑性极限压力对充分发挥材料潜力具有实际工程意

义[2]。目前通过联解平衡微分方程、屈服条件及边界

条件求解薄圆环极限压力的传统方法已近成熟[3—4]，
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Tresca 准则因忽略中间主应力的影响而常给出偏低

结果；TSS 准则给出结果偏高，浪费材料；Mises 屈

服条件由于其非线性，获得解析解困难，目前鲜见报

道[5—6]。基于以上考虑，文中采用与 Mises 非线性屈

服准则非常逼近的线性 MY 屈服准则对受内压作用

薄圆环进行弹塑性极限分析，获得了薄圆环全部进入

塑性状态时极限压力解析解，并定量分析了弹塑性临

界半径与内压之间的变化规律。文中研究可为薄圆环

的选材、设计以及安全评估提供理论依据。 

1  MY 准则 

MY 准则[7]已在材料成形[8—10]和爆破压力[11]等领

域获得应用。设主应力 1 2 3σ σ σ  ，其表达式见式

(1)。该准则在 π 平面上屈服轨迹见图 1，其中双剪应

力(TSS)屈服轨迹是 Mises 圆的外切正六边形 [12]，

Tresca 屈服轨迹为 Mises 圆的内接正六边形，而 MY

屈服轨迹是非常逼近 Mises 圆的十二边形[7]，其屈服

函数为 TSS 与 Tresca 屈服函数的平均值。平面应力

下的屈服轨迹见图 2。由式(1)可得 MY 准则在平面应

力下( 2 0σ  )的表达式见式(2)。 

 

图 1  π 平面上的 MY 屈服轨迹 
Fig.1 MY yield locus in π-plane 

 

图 2  双轴应力的 MY 屈服轨迹 
Fig.2 MY yield locus in biaxial stress 
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2  薄圆环的弹塑性极限分析 

受内压 p 作用的薄圆环见图 3。其中， ar 和 br 分

别为薄圆环的内径与外径， cr 为弹塑性临界半径。 

 

图 3  受内压薄圆环 
Fig.3 Thin ring under internal pressure 

2.1  弹性极限压力 

当内压较小时，此时整个薄圆环均处于弹性状

态，此时圆环的应力场为[13]： 
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 (3) 
因圆环较薄，属于平面应力问题( 2 0zσ σ  )。

若规定 1 2 3σ σ σ  ，则由上述应力场可知： 
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由式(3)和式(4)可知， 1 3 0r θσ σ σ σ    ，满足

式(2)的第一式，因此将式(3)和式(4)代入式(2)第一式

可得如下关系式： 
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由式(5)可见，载荷 p 在区间[ ar , br ]为 r 的单调增

函数，因此，圆环内壁处对应的内压 小，弹性极限

压力 ep 在 ar r 处取得，为： 
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弹性极限压力随着半径比值的变化曲线见图 4。

可见，随着半径比值的增加，弹性极限压力增加。 

 

图 4  弹性极限压力与半径比值的关系 
Fig.4 Relationship between elastic limit load and radius ratio 

2.2  塑性极限压力 

当内压 p 大于弹性极限压力后，圆环的塑性区将

从内壁向外壁扩展，形成如图 3 所示的内层塑性区

( a cr r r  )和外层弹性区( c br r r  )。其中，在塑性

区中，应力分量满足如下平衡微分方程和边界条件： 

0r θr σ σdσ
r r


               (7) 

,   a rr r σ p                 (8) 

联立式(2)的第一式、式(7)和式(8)，可得塑性区

应力场为： 
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在弹性区内，参照应力场表达式(3)，可设预先满

足微分方程(7)的通解表达式为： 
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             (10) 

式(10)在 cr r 时， rσ 连续，且满足应力边界条

件 0r r bσ

 。于是，待定系数 A, B 如下： 
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注意到 1 3,  θ rσ σ σ σ  ，并把式(10)、(11)代入

式(2)，采用常数变易法[14—15]，可得弹塑性临界半径 cr
与内压 p 的关系如下： 
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将式(11)、(12)代入到式(10)，可得塑性区范围内

应力场为： 
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 (13) 
随着内压 p 增加，塑性区逐渐从 cr 范围内扩展到

外径 br ，因此，极限压力在整个圆环进入塑性状态时

求得，见式(14)，该式表明，塑性极限压力是屈服强

度与半径比值的函数。 
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3  分析与讨论 

对于本文求解对象，采用相同的解析方法，赵均

海给出的 Treaca 解[5]和刘协权给出的 TSS 解[6]如下： 
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MY 解与 Tresca 解、TSS 解的对比情况见图 5。

可见，随着半径比值的增大，极限压力均增大，其中

TSS 提供极限压力上限，Tresca 提供下限，MY 准则

居于二者之间。考虑 MY 准则对 Mises 准则具有较高

的线性逼近程度，因此本文 MY 解可作为 Mises 解的

替代。 5b ar r 时， c ar r 的值从 1 开始，每隔 0.5（增

量）递增至比值为 5 条件下的关系曲线见图 6。图 6

表明，内压随着弹塑性临界半径的增大而增大，当 

 

图 5  依赖于屈服准则的塑性极限压力 
Fig.5 Plastic limit pressure depending on yield criteria 
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图 6  内压与弹塑性临界半径间的变化关系 
Fig 6. Relationship between internal pressure and elas-

tic-plastic critical radius 

cr  br ，内压达到 大，为塑性极限压力。 5b ar r 、

4c ar r 条件下，塑性区内( a cr r r  )应力场分布见

图 7，可知，径向应力 rσ 为负，为压应力，且随着半

径 r 的增大而减小；周向应力 θσ 为正，为拉应力，

且随着半径 r 的增大而增大。此外，因 大主应力为

θσ ，两应力始终存在着 θ rσ σ 的大小关系。 

 

图 7  塑性区内应力场分布 
Fig.7 Stress field distribution in plastic zone 

4  结论 

1) 圆环内壁处 先达到弹性极限状态，求得的

弹性极限压力依赖于半径比值与屈服强度，随着半径

比值的增大而增大。 

2) 理论导出了受内压作用薄圆环塑性区内的应

力场。分析表明，塑性区内的径向应力为负，周向应

力为正。 

3) 首次以 MY 准则获得圆环内压条件下塑性极

限压力解析解。结果表明，极限压力是半径比值与屈

服强度的函数，随着半径比值的增大而增大。MY 准

则预测的塑性极限压力介于 Tresca 与 TSS 极限压力

之间，可作为 Mises 解的替代。 

4) 内压与弹塑性临界半径的关系表明，内压随

着临界半径由内径向外径推移，不断增大， 终在外

径处获得塑性极限压力。 
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